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斜坡上单桩的统一极限抗力分布模式研究∗
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摘要: 假定土体为理想弹塑性体，基于统一极限抗力分布模式，利用最小势能原理，计算不同坡角时的桩前土体极

限抗力，得到斜坡上单桩水平承载力的弹塑性解，并编制了相应的MATLAB计算程序。通过室内模型试验，验证

了基于统一极限抗力分布模式计算得到的斜坡上单桩的水平承载力和桩身弯矩是合理的。结果表明：单桩的水平

承载力随斜坡坡角的增加而降低，坡角为 45°时桩顶的水平位移是坡角为 15°时的 1.45倍，斜坡坡角的大小对单桩的

水平承载特性有较大的影响。
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Study on the Unified Limit Force Profile of Single Pile in Sloping Ground
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Abstract: Based on the unified limit resistance distribution mode，the ultimate resistance of a single
pile under different slope angles was calculated by using the minimum potential energy principle. The
elastoplastic solution for the horizontal bearing capacity of a single pile in the slope was obtained by
compiled MATLAB program. In order to verify the calculated horizontal bearing capacity and pile
bending moment of single pile in the slope，a model test was carried out. The results show that the
horizontal bearing capacity of a single pile decreases with the increase of the slope angle. The horizon⁃
tal displacement of the pile in a 45° slope is 1.45 times that in a 15° slope. The variation of slope angle
has a great influence on the horizontal bearing characteristics of the single pile.
Keywords: pile foundation；slope；unified limit force profile；horizontal bearing capacity

引 言

斜坡上的桩基础既有承受荷载的功能，也有加

固边坡的作用。相比于平地上的桩基础，斜坡上桩

基础的受力机理更为复杂，针对斜坡上单桩的水平

承载特性，国内外的学者做了一系列的研究。A.
M. Trochanis［1］考虑桩土之间的滑移、分离以及退
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化的土体非线性行为，使用弹塑性分析得到桩周土

体的侧向应力分布。O. Y. Barton［2］根据桩基础的

现场试验，得到不同土体极限抗力分布的经验公

式。 J. B. Hansen［3］通过水平受荷桩桩周土体的破

坏模型，提出计算桩周土体极限抗力分布的理论公

式。W. D. Guo等［4］对前人试验数据和理论结果进

行整理分析，得到柔性长桩的水平承载特性主要由

（5~15）d深度内土体的性质决定。 J. Won等［5］通

过应用 FLAC 3D软件，同时考虑桩-土相互作用

和边坡的稳定性，分析了桩基础埋设在斜坡中的不

同位置对其安全系数的影响。C. W. Ng等［6］分析

了单桩和群桩在斜坡上的荷载传递机理，采用强度

折减法研究边坡的稳定性。F. Y. Liang等［7］基于

Winkler地基模型，使用变分的方法求解横向受荷桩

考虑土体非线性的 p~y曲线分布。赵明华等［8］考

虑斜坡面滑坡推力，使用有限差分法提出了针对高

陡边坡桩基础水平位移和桩身内力的计算方法。

杨明辉等［9］考虑斜坡上桩基础在组合荷载作用下产

生的 P-△效应，采用矩阵计算方法，得到高陡边坡

桩基础桩身位移的幂级数解。陈迪等［10］分别采用

m值和统一极限抗力作为砂土和黏土 p~y曲线参

数，对侧向受荷桩的承载特性进行分析。

目前计算斜坡上桩基础在组合荷载作用下的

水平承载特性，一般以Winkler 地基模型为基础，假

定桩周土体的位移与作用在该点的应力成正比，不

考虑土体发生屈服。本文基于统一极限抗力分布

模式，考虑了桩周土体发生塑性变形，计算得到的

水平承载特性和实际结果更为吻合。

1 斜坡上单桩水平承载特性弹塑

性解

研究表明，地面附近的土体极限抗力远小于深

层土体的极限抗力［11⁃12］。桩顶受到较小的水平荷载

作用时，地面附近的土体已经达到屈服状态。本文

基于统一极限抗力分布模式，考虑桩前土体达到极

限抗力，计算斜坡上单桩的水平承载力。根据戴自

航［13］的研究成果，假定砂土地基中桩后滑坡推力为

三角形分布，本文所采用的简化的斜坡中单桩受力

计算模型如图 1所示。

1.1 应力-应变关系

本文利用弹性力学理论，考虑水平荷载和弯矩

荷载对单桩的竖向沉降影响较小，土体的位移可表

达为：
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(1)

式中，φ（r）为桩周土体沿桩径方向位移的无量纲参

数，反应土体沿桩径方向的位移。w=w（z）是桩在

深度 z处侧向变形，当 r=R时，φ（r）=1；当 r=∞
时，φ（r）=1。

桩周土体的应力-应变关系：
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(2)
W. D. Guo等［11］忽略泊松比对水平受荷桩的影

响，采用等效剪切模量 G*代替实际剪切模量 Gs，

G ∗ = G s ( 1+ 0.75μ s )，则 λs=0。

1.2 斜坡上单桩的弹塑性解

根据最小势能原理，得到桩-土作用体系的总

势能函数：

U桩体 =
1
2 E p Ip ∫0

∞ ( )d2w
dz2

2

dz (3)

式中，EpIp为桩身抗弯刚度。

U土体 = ∫0
∞ ∫0

2π ∫R
∞ 1
2 σij εij rdrdθdz+

∫L
∞ ∫0

2π ∫0
R 1
2 σij εij rdrdθdz (4)

式中，σij为土体应力；εij为土体应变；第一项为桩周

沿着桩径向无穷远处土体的势能；第二项为桩底向

图 1 斜坡单桩受力简图

Fig.1 The force diagram of a pile in a slope
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下至无穷远处土体的势能。

V斜坡推力 = ∫0
∞
qωdz ( 5 )

V桩顶荷载 = |Hω
z= 0
+

|
|
||M 0

dω
dz

z= 0

( 6 )

桩-土作用的总势能为零：

Π= U桩体+U土体- V滑坡推力- V桩顶荷载 =
1
2 ∫0

∞
E p Ip ( )d2ω

dz2
2

dz+ ∫0
∞ ∫0

2π ∫R
∞ 1
2 σij εij rdrdθdz+

∫L
∞ ∫0

2π ∫0
R 1
2 σij εij rdrdθdz- ∫0

∞
q ( z )ωdz- |Hω

z= 0
-

|
|
||M 0

dω
dz

z= 0

( 7 )

根据弹性力学理论计算得到的桩周土体应

力-应变关系代入上式。对桩-土作用的总势能

变分，根据最小势能原理 δΠ= 0，可以得到关于 ω

和 φ的函数：

∫0
∞
E p Ip

d2ω
dz2 δ ( )d2ω

dz2 dz+ πG
∗ ∫0

∞ ∫R
∞ é

ë
êê3ω ( )dφ

dr

2

δω+

3ω2 dφdr δ ( )dφ
dz + 2φ2 dωdz δ ( )dω

dz +

ù

û
úú2φ ( )d2ω

dz2
2

δφrdrdz rdrdz+

πR2G ∗ ∫L
∞ dω
dz δ ( dωdz ) dz- |Hδω

z= 0
-

|

|
||M 0δ ( )dω

dz
Z= 0

- ∫0
∞
q δωdz= 0 （8）

因为变分得到的 δω（z）和 δφ（r）是线性无关的。

通过各自区域等于 0，可以得到桩土体系的总势能 Π
等于 0。
1.2.1 土体位移

选择式（8）中和 δ（φ）、δ（dφ/dr）有关的项，令其

等于零：

π ∫0
∞ ∫R

∞ é

ë
êê

ù

û
úú3G ∗ω2

dφ
dr δ (

dφ
dr )+ 2G

∗φ ( )dω
dz

2

δφ

rdrdz= 0 （9）
对上式简化，可得：

∫0
∞ é

ë
ê

ù

û
úm s

dφ
dr δ ( )dφ

dr + 2n sφδφ rdr= 0 (10)

式中，m s = 3G ∗ ∫0
∞
ω2dz，n s = G ∗ ∫0

∞ ( )dω
dz

2

dz。

对式（10）进行分部积分可得：

|
|
||m s r

dφ
dr δφ

∞

R

-

∫R
∞ é

ë
êê

ù

û
úúm s ( )r

d2φ
dr 2 +

dφ
dr - 2n s rφ δφdr= 0 （11）

在上式中，当 r=R时，δφ=0；当 r=∞时，φ=
0，左边第一项等于零。为了得到最优的 φ值，使：

m s (r d2φdr 2 + dφ
dr )- 2n s rφ= 0 (12)

对上式简化，可得：

d2φ
dr 2 +

1
r
dφ
dr - ( γR )

2

φ= 0 （13）

式中，( γR )
2

= 2n s
m s

。

McLachlan对式（13）进行了解答［13］：

φ=
K 0 ( )γ

R r

K 0 ( )γ
(14)

dφ
dr =-

γ
RK 0 ( )γ

K 1 ( γR r) (15)

式中，K0为第二类 0阶修正的 Bessel函数；K1为第二

类 1阶修正的 Bessel函数。

1.2.2 桩身位移

桩 身 的 水 平 位 移 为 ω，选 择 式（8）中 和 δω、
δ（dω/dz）相关的项，令其等于零：

∫0
∞
E p Ip

d2ω
dz2 δ ( d

2ω
dz2 ) dz+ π ∫0∞ ∫R∞ éëêê3G ∗ω ( )dφ

dr

2

δω+

ù

û
ú2G ∗φ2

dω
dz δ ( )dω

dz rdrdz+ πR2 ∫L
∞
G ∗ dω
dz δ ( dωdz ) dz-

∫0
∞
qδωdz- |Hδω

z= 0
-

|

|
||M 0δ ( )dω

dz
z= 0

= 0 (16)

对上式简化，可得：

∫0
∞
E p Ip

d2ω
dz2 δ ( d

2ω
dz2 ) dz+

πG ∗ ∫0
∞ é
ë
ê

ù
û
ú3ηωδω+ 2R2 ξ

dω
dz δ

dω
dz dz+

πR2 ∫L
∞
G ∗ dω
dz δ

dω
dz dz- ∫0

∞
qδωdz- |Hδω

z= 0
-

|

|
||M 0δ ( )dω

dz
z= 0

= 0 (17)

式中，η和 ξ为无量纲参数，

η= ∫R
∞
r
γ2

R2
é

ë
êK 1 ( γR r) /K 0 (γ)ù

û
ú

2

dr，
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ξ= α
R2 ∫R

∞
r
é

ë
ê

ù

û
úK 0 ( )γ

R
r /K 0 ( )γ

2

dr；α 为 地 基 抗 力 折

减系数。我国《公路桥涵地基与基础设计规范》规

定 ：坡 角 小 于 1∶20，α 取 1；坡 角 大 于 1∶20，α
取 0.5［15］。

对上式中的 δ（d2ω/dz2）和 δ（dω/dz）进行分部

积分，考虑在无穷远处，转角和位移等于零，则：

∫0
∞ é
ë
ê

ù
û
úE p Ip

d4ω
dz4 - 2πR

2 ξG ∗ d2ω
dz2 + 3πG

∗ηω δωdz+

é
ë
êE p Ip

d3ω
dz3 -

|

|
||

ù
û
ú2πR2 ξG ∗ dω

dz - H δω
z= 0

-

|

|
||

é
ë
ê

ù
û
úE p Ip

d2ω
dz2 +M 0 δ ( )dω

dz
z= 0

- ∫0
∞
qδω dz= 0 (18)

定义参数 t和 k，t为土层间荷载传递的拉力，

t= πG ∗R2 ξ；k为地基反力模量，k= 3πG ∗η。

则上式简化为：

∫0
∞ é
ë
ê

ù
û
úE p Ip

d4ω
dz4 - 2t

d2ω
dz2 + kω- q δωdz+

|

|
||

é
ë
ê

ù
û
úE p Ip

d3ω
dz3 - 2t

dω
dz - H δω

z= 0

-

|

|
||

é
ë
ê

ù
û
úE p Ip

d2ω
dz2 +M 0 δ ( )dω

dz
z= 0

= 0 (19)

本文选取的模型桩的桩长为 1.2 m，未考虑土

体发生塑性变形时，在 0≤Z≤L的范围内。桩身的

位移控制方程为：

E p Ip
d4ω
dz4 - 2t

d2ω
dz2 + kω- q= 0 (20)

根据力的平衡条件，可以得到在 z=0处的边界

条件：

E p Ip
d3ω
dz3 - 2t

dω
dz - H = 0 (21)

E p Ip
d2ω
dz2 +M 0 = 0 (22)

1.2.3 基于统一极限抗力分布模式桩身位移方程

本文假定桩周土体为理想弹塑性体。在桩身

的不同埋设深度，当桩体的变形达到土体的屈服位

移 yu=Pu/k时，土体处于塑性状态，否则土体处于弹

性状态。在塑性滑移区，忽略桩前土弹簧之间的相

互作用，即虚拟膜 t=0。
在 塑 性 滑 移 区（Z≤Zp），桩 身 的 位 移 控 制 方

程为：

E p Ip
d4ω
dz4 + P u - q= 0 (23)

在 弹 性 区（Zp≤Z≤L），桩 身 的 位 移 控 制 方

程为：

E p Ip
d4ω
dz4 - 2t

d2ω
dz2 + kω- q= 0 （24）

根据 Guo提出的统一极限抗力分布模式，可以

得到本文选取的粉砂土体的极限抗力分布［16］：

P u = N gγ sd 2- n (α0 + z) n (25)
式中，Ng为极限抗力系数，通过选取合适的 Ng、α0和

n组合值，式（25）就可以包含或近似拟合现有的极

限抗力分布。根据文献［16］对常用砂土的统一极

限抗力分布经验公式的总结，建议平地面的开口桩

或钻孔灌注桩 α0=0，n=1.7，Ng =0.53kp2。本文分

别计算了 15°、30°和 45°边坡下单桩在水平和弯矩荷

载共同作用下的桩身弯矩值并反分析获得 Ng的取

值，见表 1。根据试验测得桩身最大弯矩，计算结果

表明：随着坡角的增加，Ng随之减少，即随着坡角的

增加，土体的屈服强度不断降低。本文结论在文献

［17］中得到验证，即在不同坡面下无黏性土斜坡，

随着斜坡坡角的增加，斜坡土体的极限承载力随之

降低。

图 2为桩-土作用体系的荷载传递模型。根据

公式（25）得到土体的极限抗力分布 Pu。分别比较

桩身的土体抗力 Pz和 Pu，确定土体的塑性区范围

Zp，把在弹性区（L-Zp）范围内的桩体，当成一个新

桩进行分析，则作用在新桩桩顶的水平荷载和弯矩

荷载为：

H '= H - ∫0
Zp
P udz (26)

M '0 =M 0 + Hzp - ∫0
zp
P u (zp - z) dz (27)

表 1 不同坡角下极限抗力系数取值

Table 1 Ultimate resistance coefficient with different angle

坡度

Ng/kp2
15°
0.48

30°
0.43

45°
0.39

图 2 荷载传递模型

Fig.2 Load transfer model
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1.3 差分方程

本文使用有限差分法，求解桩身的位移和弯

矩。将桩身部分分为 n段，为了求解方程的需要，在

桩顶和桩底分别增加 2个虚拟的节点，桩身微段的

划分如图 3所示。桩身的差分方程为：

yi -2 + ( - 4- 2th2
E p Ip ) yi- 1 +

(6+ 4th2
E p Ip

+ kh4

2E p Ip ) yi+
( - 4- 2th2

E p Ip ) yi+ 1 + yi+ 2 =
qh4

E p Ip
( 28 )

令 a=-4- 2th2
E p Ip

，b= 6+ 4th2
E p Ip

+ kh4

2E p Ip
，

差分方程简化为：

yi- 2 + ayi- 1 + byi+ ayi+ 1 + yi+ 2 =
qh4

E p Ip
(29)

利用上式建立的桩身挠曲方程，联立桩顶和桩

底的边界条件，联立求解桩身的位移。

桩顶作用有剪力Q0，弯矩M0，则

y-2- 2y-1 + 2y1 - y2 =
-2Q 0h3

EI
(30)

y-1- 2y1 + y2 =
M 0h2

EI
(31)

弹 性 长 桩 一 般 忽 略 桩 底 的 剪 力 Qn 和 弯 矩

Mn，则

yn+ 1 = 2yn- yn- 1 (32)
yn+ 2 = 2yn+ 1- 2yn- 1 + yn- 2 (33)

利用上式求得的桩身位移，可以得到弯矩和剪

力沿桩身的分布。本文通过相应的 MATLAB程

序，求解不同坡角下桩身的位移和内力变化情况。

流程如图 4所示。

2 结果分析

为了验证本文基于统一极限抗力分布模式推

导出来的斜坡上单桩水平承载力的弹塑性解，通过

2个算例，研究了单桩在不同坡角下，桩顶承受弯矩

荷载作用时的水平承载特性。

2.1 算例 1

通过室内模型试验，验证上文公式推导的准确

性。模型桩为钢筋混凝土圆桩，桩长为 1.2 m，桩径

为 0.046 m。桩身混凝土的立方体抗压强度为 20
N/mm2。试验在长 4 m×宽 2 m×高 2 m的大型模

型槽内进行，土体选用粉砂土。通过分层填土，整

平压实把模型桩分别埋设在 15°、30°和 45°斜坡中

部，土工试验参数见表 2。

在桩顶分别施加Mu/4弯矩荷载（Mu为单桩极

限弯矩，根据G. G. Meyerhof的理论研究，单桩的极

限弯矩为 60 N·m［18］），再施加 500 N水平荷载。研

究在组合荷载作用下不同坡度对单桩水平承载特

图 4 流程

Fig.4 Flow chart

表 2 土工试验参数

Table2 Geotechnical test parameters

参数

取值

土粒重度/
（kN·m-3）

18.0

压缩模量/
MPa
12.5

内摩擦
角/(°)
32

黏聚
力

4.3

含水率/
%
5.4

图 3 桩身微段划分

Fig.3 Section of the pile segment
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性的影响。

试验结果表明，随着坡角的增加，单桩的水平

承载力随之降低，桩身弯矩则不断增加。试验结果

和本文计算结果见表 3。

图 5~7为不同方法单桩承受相同弯矩荷载和

水平荷载作用时，本文计算结果与Winkler地基模

型计算结果和试验结果的对比分析。结果表明：随

着斜坡坡角的增大，桩身位移也逐渐增加。究其原

因是随着斜坡坡角的增加，单桩受到的滑坡推力增

加，而桩前土体的极限抗力则不断降低，单桩的水

平承载力随着坡角的增加而降低。由于Winkler地
基模型没有考虑桩周土体发生塑性变形，相比较于

本文计算得到的结果，在组合荷载作用下，桩身的

位移较小。本文基于统一极限抗力分布模式，考虑

桩周土体在荷载作用下发生塑性变形，结算结果和

试验结果拟合的更好。

图 6为不同坡角下，本文理论分析结果与基于

Winkle地基模型计算结果和试验结果得到的弯矩

沿桩身的分布情况。从图中可以看出，弯矩从桩顶

沿着桩身向下，先增大后减小，下部的弯矩趋近于

零。桩身弯矩的最大值在桩顶向下 6.5d处（d为单

桩直径）。由于Winkler地基模型未考虑桩周土体

发生塑性变形，计算得到的桩身位移和弯矩小于本

文基于统一极限抗力分布模式计算得到的结果，本

文计算得到的结果更接近试验结果。

2.2 算例 2

刘兹胜等［19］针对泥面倾斜时，高桩码头的水平

承载特性进行研究。选用铝合金管作为模型桩，外

径为 40 mm，桩长为 1.8 m。试验砂土为天然风干河

砂。把模型桩分别埋设在坡角为 1∶3和 1∶4斜坡的

中部，桩顶施加水平荷载。

图 7分别为坡角为 1∶3和 1∶4时，文献结果和本

文计算结果对比。从本文计算结果和试验结果进

行对比分析可知，基于统一极限抗力分布模式计算

斜坡上单桩的水平力，由于考虑了桩土之间的滑移

以及塑性变形 ，计算结果与试验结果拟合较为

接近。

表 3 计算结果对比

Table 3 Comparison with calculation results

坡度/(°)

15

30

45

试验结果

本文结果

试验结果

本文结果

试验结果

本文结果

桩顶水平位

移/mm
5.44
5.56
6.89
7.17
8.49
8.04

桩身最大弯

矩/(N·m)
109.50
108.44
121.80
120.03
134.40
141.24

图 5 不同方法桩身水平位移对比

Fig.5 Comparison of pile horizontal displacement under dif⁃
ferent methods

图 6 不同方法桩身弯矩对比

Fig.6 Comparison of pile bending moment under different
methods

图 7 不同坡角下桩身位移对比

Fig.7 Comparison of pile displacement in different angles
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3 结 论

（1）基于统一极限抗力分布模式，考虑了桩周

土体的塑性变形，计算不同坡角土体的极限承载

力，通过编写相应的MATLAB程序得到斜坡上单

桩的水平位移和桩身内力，与室内模型试验的结果

进行对比，两者拟合较好。

（2）基于统一极限抗力分布模式计算得到 Ng/
kp2随坡角的增加而降低，即斜坡土体的极限承载力

随坡角的增加而降低。

（3）随着坡角的增加，单桩的水平承载力降低，

而桩身的最大弯矩则不断增加，即坡角的增加对单

桩的水平承载力会产生不利影响。
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